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ЕКСИТОННИЙ СПЕКТР ШЕСТИГРАННОЇ НАНОТРУБКИ, 
ЯК НАНОСЕНСОРНОГО ЕЛЕМЕНТА

О.М. Маханець, В.І. Гуцул, Н.Р. Цюпак

Анотація. Методом Бете і функцій Гріна побудована теорія екситонного спектра у складній шести-

гранній нанотрубці з урахуванням екситон-фононної взаємодії. Теорія базується на моделі ефективних 

мас і прямокутних потенціалів для екситонних електрона і дірки та моделі діелектричного континууму 

для інтерфейсних і обмежених фононів.

На прикладі шестигранної нанотрубки на основі напівпровідників  і  показано, 

що теоретичні значення енергій та інтенсивностей квантових переходів узгоджуються з експеримен-

тальними вимірами.

 Ключові слова: шестигранна нанотрубка, квантовий дріт, екситонний спектр

EXCITON SPECTRUM OF HEXAGON NANOTUBE AS NANOSENSOR ELEMENT

O.M. Makhanets, V.I. Gutsul, N.R. Tsiupak

Abstract. The theory of exciton spectrum of multi-shell hexagon nanotube is developed within the Bethe 

method and Green functions taking into account the exciton-phonon interaction. The theory is based at the 

effective masses model for the excitons’ electron and hole and dielectric continuum model for the interface 

and confined phonons.

 For the hexagon nanotube at the base of  and  semiconductors it is proven that the 

calculated magnitudes of energies and intensities of quantum transitions correlate to the experimental data.

 Keywords: hexagon nanotube, quantum wire, exciton spectrum
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1. Вступ
Екситонні спектри в напівпровідникових кван-

тових точках, дротах і квантових плівках вивчають-

ся вже тривалий час, тому результати теоретичних 

робіт з достатньо обґрунтованими моделями непо-

гано узгоджуються з експериментальними даними 

[1-7].

Інтенсивний розвиток нанотехнологій дав мож-

ливість створювати нові наносистеми з чіткими 

геометричними формами. Зокрема, в роботах [8, 9] 

автори отримали масиви складних шестигранних 

нанотрубок та дослідили спектри випромінювання 

таких систем. Унікальні властивості квазічастинок 

в таких системах дозволяють використовувати їх 

в якості базових елементів тунельних нанодіодів, 

нанотранзисторів з високою рухливістю електро-

нів, високоефективних світловипромінюючих 

приладів, фотоелектричних перетворювачів, на-

носенсорів для діагностики різних біологічних і 

хімічних з’єднань [10].

Наскільки нам відомо, послідовної теорії екс-

итонів у кількашарових шестигранних напівпро-

відникових нанотрубках поки що немає взагалі. То 

ж відсутня і теорія взаємодії екситона з фононами, 

як однією з головних дисипативних підсистем 

будь-якої наносистеми. 

Метою цієї роботи є розробка теорії екситон-

ного спектра складної кількашарової шестигран-

ної нанотрубки з урахуванням взаємодії екситонів 

з обмеженими і інтерфейсними фононами на 

основі моделі ефективних мас і прямокутних по-

тенціалів для екситонних електрона і дірки, та 

моделі діелектричного континууму для поляри-

заційних фононів.

Розвинута теорія дозволяє не тільки дослідити 

залежність параметрів екситонних спектрів від 

геометричних розмірів наносистеми, але й спів-

ставити розраховані значення екситонних енергій 

із положенням піків люмінесценсії, отриманих 

експериментально в роботі [9].

ЭКСИТОННЫЙ СПЕКТР ШЕСТИГРАННОЙ НАНОТРУБКИ, 
КАК НАНОСЕНСОРНОГО ЭЛЕМЕНТА

А.М. Маханец, В.И. Гуцул, Н.Р. Цюпак

Аннотация. Методом Бете и функций Грина построена теория экситонного спектра в сложной 

шестигранной нанотрубке с учетом экситон-фононного взаимодействия. Теория базируется на мо-

дели эффективных масс и прямоугольных потенциалов для экситонных электрона и дырки и модели 

диэлектрического континуума для интерфейсных и ограниченных фононов.

 На примере шестигранной нанотрубки на основе полупроводников  и  по-

казано, что теоретические значения энергий и интенсивностей квантовых переходов согласуются с 

экспериментальными измерениями.

 Ключевые слова: шестигранная нанотрубка, квантовая проволока, экситонный спектр

2. Екситонний спектр і екситон-фононна взаємодія у шестигранній квантовій нанотрубці
 У роботі досліджується експериментально реалізована у праці [9] наносистема, що є складною 

шестигранною напівпровідниковою нанотрубкою. Вона складається із квантового дроту (середовище 

«0») тонкого напівпровідникового шару - бар’єру («1») та нанотрубки («2») у зовнішньому середовищі 

(«3»). Поперечний переріз такої наносистеми зображено на рис.1. Вважаючи, що постійні граток і ді-

електричні проникності ( ) складових наносистеми мало відрізняються, для розрахунку екситонного 

спектру використовується модель ефективних мас ( ) і прямокутних потенціалів ( )

                                      (1)

які вважаються відомими.

У моделі ефективних мас електрона і дірки та діелектричного континууму для фононів гамільтоніан 

екситон-фононної системи має вигляд

.                                                                                          (2)
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Тут                                            (3)

- гамільтоніани невзаємодіючих між собою електрона (e) чи дірки (h) зі складними 

залежностями  і  від просторових координат (рис.1);

     (4)

- потенціальна енергія електрон-діркової взаємодії;

 (5)

- гамільтоніан обмежених та інтерфейсних фононів; ,  - гамільтоніани взаємодії електро-

на і дірки з обмеженими та інтерфейсними фононами, явний вигляд яких буде подано далі в зображенні 

вторинного квантування за всіма змінними системи.

Енергетичний спектр електрона і дірки невзаємодіючих між собою і фононами, знаходиться ва-

ріаційнийним методом Бете [11] у комбінації з теорією збурень. Для цього шестигранна нанотрубка 

апроксимується циліндричною так, як показано на рис.1. Радіус внутрішнього кола  відіграє роль 

варіаційного параметра. Різниця точного (3) й апроксимуючого 

   (6)

гамільтоніанів з простою залежністю  і  від просторових координат розглядається 

як збурення.

 Рівняння Шредінгера з гамільтоніаном типу (6) розв’язується точно. Хвильові функції електро-

на чи дірки (індекси e, h тимчасово опущені) мають вигляд

    (7)

де  - аксіальний квазіімпульс;  - магнітне квантове число.

Розв’язати рівняння Шредінгера зі складним гамільтоніаном (2) неможливо, тому наближений 

розв’язок шукається за умови, що енергії взаємодії електрона і дірки між собою, а також кожної квазі-

частинки з фононами, є малими у порівнянні з енергіями їх розмірного квантування. Тоді екситонний 

спектр наносистеми є адитивною сумою розмірно квантованих енергій електрона і дірки та відповідних 

поправок на згадані взаємодії.

Умови неперервності хвильових функцій (7) та потоків густин ймовірностей на всіх трьох межах 

наносистеми ( ) разом з умовою нормування визначають аналітичні вирази для радіаль-

них функцій , а отже й аналітичні вирази для хвильових функцій , та дисперсійні

 

рівняння, з яких знаходиться спектр енергій невзаємодіючих квазічастинок , як функцій 

варіаційного параметра  . Квантове число  нумерує розв’язки відповідних дисперсійних рівнянь.

Поправки до енергій невзаємодіючих електрона чи дірки розраховуються як функції параметра 

  (10)



77

О.М. Маханець, В.І. Гуцул, Н.Р. Цюпак

Тепер енергетичний спектр екситона  без врахування електрон-діркової та взаємодії 

обох квазічастинок з фононами, знаходиться з умови мінімуму функціоналу

 

(11)

що реалізовується при  - ширина забороненої зони матеріалу нанотрубки.

Енергії зв’язку  електрона і дірки у відповідних станах розраховуються так. 

Спочатку виконується усереднення потенціальної енергії взаємодії (4) на хвильових функціях елек-

трона і дірки, що описують їх рух у площині, перпендикулярній до аксіальної осі у системі центра мас 

   (12)

Тоді подальший розрахунок енергій зв’язку  виконується розв’язуванням рівняння Шре-

дінгера

 (13)

методом, що детально описаний у роботі [5].

Гамільтоніан екситон-фононної взаємодії, переведений у зображення вторинного квантування 

за всіма змінними системи, знаходиться через потенціал поля поляризації у моделі діелектричного 

континууму на ортонормованій системі хвильових функцій електрона і дірки (7)

   (14)

Оскільки гамільтоніан взаємодії дірки з фононами цілком подібний до електрон-фононного, то 

приводяться лише аналітичні вирази для останнього.

Отже гамільтоніан взаємодії електрона з обмеженими L фононами

  ( )

містить функції зв’язку
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                    (16)

       (17)

                               

         (18)

Значення коефіцієнтів  визначаються коренями рівнянь

                   (18)

де величини  нумерують ці корені.

Гамільтоніан взаємодії електрона з інтерфейсними I фононами

                                 

(1 )

містить функції зв’язку

                            ( )

Тут енергії шести віток інтерфейсних фононів  та коефіцієнти  визначаються 

граничними умовами для радіальних складових вектора індукції і тангенційних складових вектора 

напруженості потенціалу поля поляризації. Величина  отримується з вимоги діагональності га-
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мільтоніану інтерфейсних фононів (5). Аналітичний вигляд дисперсійного рівняння та вирази для 

 через їхню громіздкість не приводяться.

Як відомо [6], у випадку багатозонної системи квазічастинок, що взаємодіють з фононами при 

 фур’є-образ функції Гріна зв’язаний з масовим оператором рівнянням Дайсона

 . (21)

Оскільки в системі  електрон- і дірково-фононна взаємодії слабкі, то в масовому 

операторі достатньо обмежитись однофононним наближенням

  (22)

Перенормована фононами енергія електрона чи дірки ( ) визначається з дисперсійних 

рівнянь

                                                                                                                      (23)

Внаслідок слабкої взаємодії обох квазічастинок з  – та  – фононами  слабо залежить 

від , тому парціальні зсуви енергетичних рівнів визначаються дійсними частинами відповідних ма-

сових операторів

                                                                                          (24)

У результаті спектр екситонних енергій з урахуванням електрон-діркової взаємодії та взаємодії обох 

квазічастинок з  – та  – фононами має вигляд

                    (25)

Крім екситонного спектра, отримані хвильові функції дозволяють виконати оцінку інтенсивностей 

міжзонних оптичних квантових переходів [12]

                                                                                          
(26)

Подальший розрахунок і аналіз перенормованого взаємодією з фононами екситонного спектра та 

інтенсивностей міжзонних квантових переходів виконувався числовими методами.

3. Аналіз та обговорення результатів
Еволюція екситонного спектра в залежності від геометричних розмірів наносистеми вивчалася на 

прикладі складної кількашарової шестигранної нанотрубки  з такими фізичними па-

раметрами: =0,063 , =0,096 , =0,51 , =0,61 , =297 меВ, =224 меВ, =1520 меВ 

(  – маса електрона у вакуумі), , ; постійна гратки середовища  ;

енергії поздовжних та поперечних оптичних фононів середовищ „0” та „1”: ,
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На рис.2, в якості прикладу, приведено за-

лежності від товщини (d) внутрішньої дротини 

енергій основних станів електрона  (а), дірки 

 (б), енергії зв’язку екситона  (в) та зсувів

основного електронного рівня  (г) при 

=4 нм, h=4 нм.

З рис.2 а,б видно, що при малих значеннях 

товщини внутрішньої дротини енергії електрона і 

дірки не змінюються зі збільшенням d. При цьому 

обидві квазічастинки виявляються локалізовани-

ми у нанотрубці товщиною h. Ті ж області зміни 

товщини внутрішньої дротини, де енергія обох 

квазічастинок швидко зменшується зі збільшен-

ням d  відповідають станам, перебуваючи в яких, 

електрон і дірка з близькою до одиниці ймовірніс-

тю знаходяться у внутрішній дротині.

Як видно з рис.2 в, енергія зв’язку екситона 

( ) немонотонно залежить від товщини вну-

трішньої дротини d, досягаючи певних мінімаль-

них та максимальних значень. Таку поведінку  

легко зрозуміти із простих фізичних міркувань. 

Справді, якщо електрон і дірка знаходяться у своїх 

основних станах, то при  квантова дротина 

відсутня, а обидві квазічастинки локалізовуються 

у просторі нанотрубки товщиною h=4 нм з певним 

значенням енергії зв’язку 18 меВ (точка 

«1» на рис.2в). З появою і збільшенням товщини 

внутрішньої дротини абсолютне значення енергії 

зв’язку дещо зменшується, оскільки хвильова 

функція електрона, як легкої квазічастинки, все 

Рис.1. Геометрична схема складної шестигран-

ної нанотрубки

Рис.2. Залежності від товщини (d) внутрішньої дротини енергій основних станів електрона  (а), 

дірки  (б), енергії зв’язку екситона  (в) та зсувів основного електронного рівня  (г) при 

=4 нм, h=4 нм.
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більше проникає в область внутрішньої дротини 

товщиною , а масивна дірка практично не змінює 

своєї локалізації у наносистемі. При цьому ефек-

тивна відстань між квазічастинками збільшується. 

При досягненні деякого критичного значення d 

(точка «2» на рис.2 в) масивна дірка також починає 

проникати до внутрішньої дротини, ефективна 

відстань між квазічастинками зменшується, а, 

відповідно, збільшується абсолютне значення 

енергії зв’язку. Найбільше значення енергії зв’язку 

(  22 меВ) отримується тоді, коли і електрон, 

і дірка з близькою до одиниці ймовірністю вияв-

ляться у внутрішній дротині (точка 3 на рис.2в). 

Далі зі збільшенням d енергія зв’язку лише змен-

шується, що пояснюється збільшенням ефектив-

ної відстані між електроном і діркою у просторі 

внутрішньої дротини, товщиною d.

З рис.2г видно, що зсув основного електронно-

го енергетичного рівня, в основному, зумовлений 

обмеженими фононами, а внесок інтерфейсних 

нехтовно малий. Більший внесок L-фононів 

пов’язаний з тим, що за тих геометричних роз-

мірів складної нанотрубки, які досліджувалися, 

електрон з великою ймовірністю перебуває або 

у внутрішній дротині, або ж у нанотрубці, де по-

ле поляризації обмежених фононів є великим, а 

інтерфейсних - малим.

Для того, щоб співставити отримані теоретичні 

результати з експериментальними, на рис.3 зобра-

Рис.3. Залежності екситонних енергій  (a) та інтенсивностей квантових переходів  (б) від 

товщини (d) внутрішньої дротини в межах d=85  10 нм при =4 нм, h=4 нм.

жено залежності екситонних енергій  (рис.3 a)

та відповідних інтенсивностей квантових 

переходів   (рис.3  б)  в ід  товщини (d) 

внутрішньої дротини в межах d – 85 10 нм, що 

відповідає геометричним розмірам складної нано-

трубки, при яких на експерименті спостерігається 

пік випромінювання з енергією 1640 меВ 

[9]. Індекс „0”, що характеризує величину магніт-

ного квантового числа для спрощення опущений.

З обох рисунків видно, що лише чоти-

ри із шести екситонних кривих з енергіями 

 можуть характеризуватися 

інтенсивностями, що перевищують 0.5. Макси-

мумам інтенсивностей ( ) відповідають екситонні 

енергії , на яких, очевидно, і 

повинен спостерігатися експериментальний пік 

випромінювання. Отже, у залежності від точних 

експериментальних розмірів (d) внутрішньої 

дротини пік випромінювання, що спостерігався 

у роботі [9], може формуватися різними екситон-

ними станами, енергії яких слабо відрізняються 

між собою.

4. Висновки
На основі моделі ефективних мас і прямокут-

них потенціалів для електрона і дірки, та в моделі 
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діелектричного континууму для фононів, запро-

понована теорія екситонного спектра у складній 

шестигранній нанотрубці з урахуванням екситон-

фононної взаємодії.

Показано, що енергія зв’язку екситона не-

монотонно залежить від товщини внутрішньої 

дротини d, досягаючи певних мінімальних та мак-

симальних значень. Така поведінка енергії зв’язку 

цілком зумовлена складним характером розподілу 

густини ймовірності знаходження електрона і дір-

ки у просторі кількашарової нанотрубки.

Встановлено, що за типових в експерименті 

геометричних розмірів складної нанотрубки зсуви 

екситонних енергетичних рівнів, в основному, 

зумовлені обмеженими фононами, а внесок інтер-

фейсних нехтовно малий.

Встановлено, що результати розрахунку енер-

гій екситонного спектра і інтенсивностей кван-

тових переходів, отримані на основі розвинутої 

теорії, добре узгоджуються з експериментальним 

спектром випромінювання у нанотрубках на осно-

ві напівпровідників GaAs/Al
x
Ga

1-x
As.
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